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1.

Halmaz, részhalmaz, műveletek halmazokkal. Halmazok direkt szorzata, relációk. A függvény fogalma.

Tetszőleges dolgok összességét halmaznak tekintjük. Az összességbe tartozó dolgok a halmaz elemei.

A halmaz jelölésére a nagybetűket használjuk (A, B, C stb.), elemeiket { } között tüntetjük fel (analitikus megadás), illetve megfogalmazzuk az őket összefogó utasításokat (szintetikus megadás), ha a halmaz összes eleme nem sorolható fel. A halmaz megadása elemeivel: minden elemet csak egyszer sorolunk fel. A halmazokat Venn-diagrammal ábrázoljuk (kör, téglalap stb.). A halmazba tartozás jele: ( (eleme)

 Speciális halmazok
Az alaphalmaz (teljes halmaz) azon elemek összessége, melyeken adott esetben a halmazműveletek értelmezhetőek. Jele: X

Az üres halmaznak egyetlen eleme sincs. Jele: (
Két (vagy több) halmaz egyenlő, ha ugyanazok az elemeik.

Halmaz és részhalmaza
Az A halmaz (valódi) részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme B-nek is eleme.

Jele: A ( B

Ha A = ( vagy A = B, akkor A triviális (nem valódi) részhalmaza B-nek.

Ha két halmaz kölcsönösen tartalmazza egymást, akkor egyenlőek.

A részhalmazokra teljesülnek az alábbiak:

· A ( A (reflexivitás)

· A ( B ( B ( A (antiszimmetria) Ez igaz. De én ezt tekintem antiszimmetriának.

A ( B és B  ( A ( A = B

· A ( B és B  ( C ( A ( C (tanzitivitás)

Az előzőekből következik, hogy

· minden halmaz tartalmazza önmagát (részhalmaza önmagának),

· az üres halmaz minden halmaznak részhalmaza.

Valamely halmaz összes lehetséges részhalmazának halmazát az adott halmaz hatványhalmazának nevezzük. Jele: P(A)

Ha A n-elemű, akkor P(A) elemeinek száma 2n.

Műveletek
* Egyesítés (összeg vagy unió) (Jele: ()

Az A és B halmaz uniója azon elemek halmaza, amelyek az A és B közül legalább az egyiknek elemei. Az unió asszociatív és kommutatív (csoportosítható és felcserélhető).

* Metszet (szorzat vagy közös rész) (Jele: ()

Az A és B halmazok metszete azon elemek halmaza, melyek az A-nak is és a B-nek is elemei. A metszet asszociatív és kommutatív.

* Különbség (Jele: -)

Az A és B halmaz különbsége azon elemek halmaza, amelyek A-nak elemei, de B-nek nem elemei. Nem kommutatív! Nem is asszociatív.

* Komplementer (Jele: (föléhúzás))

B halmaz komplementere X alaphalmaz azon elemeit tartalmazza, melyek nem elemei B halmaznak.


Két halmaz diszjunkt, ha metszetük üres: A ( B = (
Rendezett halmazok
Rendezett párok: Olyan kételemű halmazok, ahol az egyes elemek sorrendje lényeges. Két rendezett pár akkor egyenlő, ha a két pár azonos indexű elemei megegyeznek.

Halmazok direkt szorzata (Descatres szorzat): Az A1, A2, …, An halmazok A1 x A2 x … x An direkt szorzata az a halmaz, amelynek elemei olyan rendezett n-esek, amelyeknek első komponensét A1-ből, a másodikat A2-ből stb. az n-ediket An-ből vesszük.

Reláció: Az A1 x A2 x … x An direkt szorzat egy részhalmaza ( A reláció rendezési reláció, ha reláció reflexív, antiszimmetrikus és tranzitív.

Binér reláció: olyan rendezett párok, ahol a két elem közötti kapcsolat valamilyen matematikai vagy logikai kifejezéssel írható le. Jelölése: aRb

A függvény fogalma: Adott egy A és egy B halmaz, ha A halmaz minden eleméhez hozzárendeljük a B halmaz pontosan egy elemét, akkor egy függvényt adtunk meg.

A relációkat A-ból a B-be képező függvényeknek vagy leképezésnek nevezzük.

A halmazt az F függvény értelmezési tartományának, a B-t pedig az F képterének (értékkészletének) hívjuk. 

F függvény jelölése: A ( B


2.
Az ítélet, logikai műveletek és tulajdonságaik. Logikai kifejezések. Normálformák. Logikai áramkörök.
Azok a kijelentő mondatok, amelyekről egyértelműen megállapítható, hogy igazak, vagy hamisak, ítéletek (predikátumok). Az ítélet logikai értéke tehát kétféle lehet: igaz, hamis, ezeket igazságértékeknek nevezzük.

Az ítélet (logikai változó) jele latin kisbetű, az értékek: i, h (true, false). Egyszerű ítéletekből (elemi állításokból) logikai műveletekkel összetett ítéleteket (logikai kifejezéseket) képezhetünk, melyek értéke az összetevők értékétől függ.

Logikai alapműveletek (ítéletkalkulusok)

Negáció (jele: ( (NEM - NOT))

A negáció az ítélet tagadása.

	p
	(p

	i

h
	h

i


Konjunkció (jele: ( (ÉS - AND))

A konjunkció értéke csak akkor igaz, ha mindkét ítélet igaz.

	p
	q
	p ( q

	i
	i
	i

	i
	h
	h

	h
	i
	h

	h
	h
	h


Diszjunkció (jele: ( (VAGY - OR))

A diszjunkció értéke akkor igaz, ha legalább az egyik ítélet igaz.

	p
	q
	p ( q

	i
	i
	i

	i
	h
	i

	h
	i
	i

	h
	h
	h


Implikáció (jele: ( (ha, akkor; p-ből következik q))

Az implikáció értéke csak akkor hamis, ha a feltétel (p) igaz és a következmény (q) hamis.

	p
	q
	p ( q

	i
	i
	i

	i
	h
	h

	h
	i
	i

	h
	h
	i


Ekvivalencia (jele: ( (akkor és csak akkor))

Az ekvivalencia értéke csak akkor igaz, ha a két ítélet értéke megegyezik.

	p
	q
	p ( q

	i
	i
	i

	i
	h
	h

	h
	i
	h

	h
	h
	i


Logikai műveletek tulajdonságai

* kommutatív 


A ( B = B ( A (konjunkció)

A ( B = B ( A (dijunkció)

A ( B = B ( A (ekvivalencia)

De A ( B nem egyenlő B ( A

* asszociatív (felcserélhatőség)

(A ( B) ( C = A ( (B ( C)

de (A ( B) (  nem egyenlő A ( (B ( C)

* disztributivitás 

(A ( B) ( C = (A ( C) ( (B ( C)

(A ( B) ( C =  (A ( C) ( ( B ( C)

* tagadás

⌐(A ( B) = ⌐A ( ⌐B

⌐(A ( B) = ⌐A (  ⌐B

Logikai áramkörök:

A számítógépek a műveleteket elektronikus áramkörök segítségével végzik. Ezek az áramkörök 

összetett logikai ítéleteket valósítanak meg, ezért logikai áramköröknek hívják őket. Azt vizsgáljuk, hogy a bemenő jelekre milyen kimenő jeleket kapunk.

· vagy (diszjunkció), és (konjunkció); nem (negáció)


3.
Gráfok, fontosabb jellemzőik. Fák. A gráfok alkalmazásai.
Gráf: csúcsok + élek 

A gráfot grafikusan úgy ábrázolhatjuk, hogy az egyes csúcsokat ponttal vagy körrel jelezzük, az éleket pedig a csúcspárokat összekötő vonallal. 

A gráfok jellemzői

* Izomorfnak nevezünk két gráfot akkor, ha csúcsaik és éleik megegyeznek (vagyis azonos szerkezetűek), de ábrázolásukban (alakjukban) eltérnek.

* Üres gráf: olyan gráf, melynek csak izolált csúcsai vannak, éleket nem tartalmaz.

* Multigráf: 2 csúcspont között több él vezet

* Súlyozott gráf: Élekhez számokat rendelünk

* Teljes gráf: minden csúcspár éllel össze van kötve.

* Hurok: egy adott csúcsból önmagába vezető él. A gráfok vizsgálatánál az ilyen típusú éleket nem vesszük figyelembe.

* Izolált csúcs: olyan csúcs, melyre nem illeszkedik él.

* Út: ai, aj csúcsokat összekötő élek sorozata. Az egy útban levő (láncolt) élek száma adja meg az adott út hosszát.

* Összefüggő gráf: olyan gráf, melynek bármely csúcsából bármely csúcsába egy úton eljuthatunk (irányítatlan gráfnál ez mindig teljesül, ha nincsenek izolált csúcsok).

* Kör: olyan út, melynek kiindulási pontja és végpontja (első és utolsó csúcsa) azonos. Az az irányítatlan gráf, amelynek ciklikus rangja > 0, biztosan tartalmaz kört.

* Csúcsok elérhetősége: 2 csúcs távolsága

Fák

A fa olyan gráf, amelyben létezik olyan csúcs, amelybe nem megy él, és az összes többi csúcsba pontosan egy él megy be, azaz a fa körmentes összefüggő gráf.

Bináris fa: olyan fa, melyben minden csúcsból legfeljebb két él indul ki.

Rendezett fák: csomópontok sorrendje is számít

Részfa: minden csúcs egy részfa gyökere

Fák bejárása

* preorder mód: feldolgozzuk a gyökérelemet, majd a bal és jobb oldali részfát

* inorder mód: baloldal, gyökér, jobb oldal bejárása

* postorder mód: baloldal, jobboldal, gyökér


Prorder:  ABCDEFGH
Inorder: CBDAEGHF 
Postorder: CDBHGFEA
Gráfok alkalmazása

A gráfok a gyakorlati életben folyamatok tervezése során, illetve adatszerkezetek létrehozásánál használhatóak fel. Alkalmazható: közúthálózat, elektromos hálózat

A gráfok számítástechnikai alkalmazásai


Adatszerkezetek, Adatbázisok


4.

Formális nyelvek, alapfogalmak, műveletek. Grammatikák.
Alapfogalmak
* Ábécé: egy nem üres szimbólumhalmaz. Elemeit betűnek nevezzük.

* Szimbólum: betű, szám, jel-jelzés

* Szó (szöveg, mondat): betűk véges sorozata.

* A szó hossza: a szót alkotó betűk száma.

* Üres szó: olyan szó, amely egyetlen betűt sem tartalmaz. Jele: (
Műveletek szavakkal

· Szorzás: Az S1 és S2 szavak szorzatán (egyesítésén, összeláncolásán, konkatenációján) azt az új szót értjük, amely úgy jön létre, hogy S2-t az S1 után írjuk. Az új szót S1S2-vel jelöljük.

· Hatványozás: Az S szó önmagával való szorzását a szó hatványozásának nevezzük. Si = SSi-1
· Tükrözés: Az S szó tükörképének azt az S-1-gyel jelölt szót nevezzük, amely az S betűit fordított sorrendben tartalmazza.

Formális nyelvek

Egy adott ábécéből alkotott szavak tetszőleges halmazát az ábécéből alkotott formális nyelvnek nevezzük. A nyelvekre, mint halmazokra érvényesek a megszokott halmazműveletek (unió, metszet, különbség, komplementer), a szorzás és a hatványozás.

A grammatika azt adja meg, hogy hogyan hozzuk létre (generáljuk) a mondatokat, ezért a formális nyelvek nyelvtanát generatív grammatikának is szokták nevezni.

A grammatika megadása

Egy generatív grammatikának a következő négy alkotóeleme van:

· Egy ábécé, melynek elemeiből a szavak felépülnek (vagyis a definiálandó nyelv ábécéje). Ennek elemeit terminális szimbólumoknak nevezzük.

· Egy másik ábécé, melynek elemeit nemterminális jeleknek nevezzük. Ezt az ábécét (ennek jeleit) csak segédeszközként használjuk a generálás során, betűi nem szerepelnek a generált nyelv szavaiban.

· Egy kezdőszimbólum, ami tulajdonképpen egy rögzített nemterminális jel (egy kitüntetett szimbólum).

· A generatív grammatika helyettesítési szabályai, amelyekkel a szavak származtathatóak.

A generatív grammatikával a következőképpen generáljuk egy nyelv szavait:

1. Kiindulunk egy szóból, amely kezdetben egyetlen jelből, a kezdőszimbólumból áll.

2. Ezek után az éppen vizsgált szót - valamilyen helyettesítési szabály alapján - egy másik szóra cseréljük ki.

3. Az eljárást akkor fejezzük be, ha olyan szóhoz jutunk, amely csak terminális jelekből áll.

Grammatikák osztályozása:

0 típusú: semmilyen megkötés sincs

1 típusú: környezetfüggő

2 típusú: környezetfüggetlen

5.
Automaták. Determinisztikus automaták, verem automaták, Turing gépek
Automata részei:

· bemenő szalag: amelyre egy szó, szöveg van felírva, amit az automata balról jobbra olvas be

· vezérlőmű: véges sok belső állapota lehet

Determinisztikus automata
Ez az automata egy öt alkotóelemből álló M = (S, A, f, k, V) objektum, ahol

· S az állapotok halmaza,

· A egy ábécé,

· f az automata állapotváltozásait megadó f(p,a) = q alakú függvény, az állapotfüggvény, amely meghatározza, hogy p állapotban beolvasott a jel hatására a q állapotba menjen át az automata,

· k ( S a kezdőállapot,

· V ( S a végállapotok halmaza.

Azt mondjuk, hogy az automata felismeri az s szót, ha kezdőállapotból indulva a szó minden betűjét beolvassa és az utolsó betű beolvasása után végállapotba megy át (olyan állapotot vesz fel, ami a V halmaznak eleme). Az automata megadható gráffal is.

Veremautomata

A veremautomata és a determinisztikus automata közötti legfőbb strukturális különbség az, hogy a veremautomata tartalmaz egy központi tárolót, az ún. veremmemóriát (más néven vermet).

A veremautomata egy PM = (S, A, B, #, k, f, V) hetes, ahol

· A a bemenő adatok egy véges ábécéje,

· S a PM automata belső állapotainak halmaza,

· B egy véges ábécé (a gép belső ábécéje),

· # egy speciális veremszimbólum (a „verem alja” jel, az „üres verem” csak ezt az egy szimbólumot tartalmazza),

· V a végállapotok halmaza,

· k a kezdőállapot,

· f egy leképezés.

Turing-gép

A Turing-gép olyan determinisztikus automata, amely egy végtelen szalagról nem csak olvasni, hanem arra írni is tud. Megadása egy T = (S, A, f, k) négyessel történik, ahol

· S az állapotok halmaza,

· A egy ábécé, amely jelet is tartalmaz,

· f : (s, a) ( (b, m, v) leképezési szabály,

· k ( S a kezdőállapot.
6.

Kombinatorika: permutáció, kombináció, variáció.
A kombinatorika azzal foglalkozik, hogy egy n elemű véges halmaz elemeit különböző szempontok alapján hányféleképpen lehet elrendezni, illetve kiválasztani.

Permutáció
n elem meghatározott sorrendben való elhelyezését az n elem egy permutációjának nevezzük.

Ha az elemek mind különbözőek, akkor az ismétlés nélküli permutációk száma: Pn = n!

PÉLDA: 3 pohár 2 csésze elrendezése a polcon Pn = 5!

Ha az n elem közül k (( n) megegyező van, de a többi elem ezektől is és egymástól is különbözik, akkor az ismétléses permutációk száma
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ha 3 pohár azonos és a 2 csésze is

Variáció
Ha n különböző elem közül k (( n) elemet kell úgy kiválasztani, hogy minden elemet legfeljebb egyszer választunk ki és a sorrendre is tekintettel vagyunk, akkor az n elem k‑adosztályú (ismétlés nélküli) variációit kapjuk:
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Ha egy elemet többször is kiválaszthatunk, akkor az n elem k-adosztályú ismétléses variációit kapjuk:
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 Ismétléses variáció: k-ra nincs kikötés; k > n is lehet.

 Pl: TOTO összes kitöltési lehetőség 13+1 esetén 
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Kombináció
Ha n különböző elem közül k (( n) különböző elemet választunk ki oly módon, hogy a kiválasztás sorrendjére nem vagyunk tekintettel, akkor az n elem egy k-adosztályú (ismétlés nélküli) kombinációját kapjuk:

n különböző elem K adatosztályú ismétlés nélküli kombinációjának száma, amit Cn;k-vel jelölünk. 
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lottószelvények: 
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Ismétléses kombinációk:

Ha adott n külöböző elemből visszatevéssel választunk ki k elemet úgy, hogy a sorrendre nem vagyunk tekintettel, akkor az így kapott k elemű csoportokat az adott n elem k-adosztályú ismétléses kombinációjának nevezzük.

Ezek száma
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Ha a kiválasztáskor egy elemet többször is kiválaszthatunk, akkor az n elem k-adosztályú ismétléses kombinációit kapjuk:
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PÉLDA: 4 érmét dobunk fel, hány féle képpen lehet fej, írás kombináció
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7.

Kamatszámítás, járadékszámítás. Beruházás, hozadékszámítás.
Kamat: a kölcsön után a kölcsönt felvevő által időarányosan fizetendő összeg.
Kamatszámításkor a hónapokat 30, az éveket 360 napnak számítjuk.
Egyszerű kamat: az a kamat, amit csak egy kamatidőre vagy annak egy részére számítunk.
Kamatos kamat: Ha a K tőke kamatait minden kamatidő végén a tőkéhez adjuk.
Diszkontálás: Mekkora összeget kell elhelyezni p = 15% kamatra, hogy n =10 év múlva 500.000ft álljon a rendelkezésünkre?
K * 1,1510  = 500.000, ahonnan = 500.000*(1/1,15)10=123592
Ezt az értéket diszkontált értéknek nevezzük. Az 1/1,15 számot diszkonttényezőnek nevezzük.
Járadékszámítás: Az egyenlő időközökben fizetett összegek sorozatát járadéknak nevezzük.

Egy fennálló tartozás kiegyenlítését célzó járadék a törlesztőjáradék.

A megfelelő pénzösszeg gyűjtését célzó járadék a gyűjtőjáradék.

Annuitás: Feltesszük, hogy a befizetési időközök megegyeznek a kamatidővel és, hogy minden alkalommal ugyanakkora összeget fizetünk be. Ha a kamatidő egy év, akkor az egy-egy alkalommal befizetett összeget annuitásnak nevezzük.

Beruházás: Egy vállalat jövedelmének bizonyos hányadát egy év alatt befejeződő beruházásba fekteti.
Beruházott összeg: B; figyelembe vett évek száma: n; a jövedelmezőségi szintből számított kamatláb: I
B az n-edik év végére: B(1+ I/100)n
Beruházás hozama az i-edik év végére: Hi
A hozamok akkor fedezik a beruházás okozta ráfordítást, ha B(1+ I/100)n ≤ ∑ Hi(1+I/100) n-1
8.

Életbiztosítási számítások.

A biztosító a biztosított által befizetett biztosítási díj ellenében vállalja, hogy vmilyen kár bekövetkezése esetén a biztosított fél számára a biztosítási szerződésben foglaltaknak megfelelő összeget kifizeti.

Biztosítási díj lehet:

· egyszeri: egy összegben fizetik ki a díjat

· évi vagy havi: biztosított több részletben fizeti ki a díjat

A díjak kiszámítása az ún. ekvivalencia elv alapján történik: a díjat úgy számítjuk ki, hogy a biztosító bevétele megegyezzen a kiadással. A díjak kiszámításánál az ún. valószínűségi tényezőt, a kamattényezőt és a költségtényezőt veszik figyelembe. 

A valószínűségi tényező meghatározása az ún. halandósági táblázatból történik. 
Elérési biztosítás: Arra köt biztosítást az X éves egyén, hogy n év múlva életben van, megkapja a biztosítási pénzt. Ha nem él akkor a biztosító nem fizet a kedvezményezettnek.

Életjáradék: 
· azonnal kezdődő élethosszig tartó járadék

Az X éves személy egyszeri díj ellenében a biztosító a díj befizetésétől kezdődően évenként rendszeresen meghatározott összeget fizet a biztosított haláláig.
· azonnal kezdődő időleges (temporer) járadék

Itt legfeljebb n évid fizet a biztosító
· elhalasztott élethosszig tartó járadék
Itt a biztosító k év múlva kezdődően fizet évenként rendszeres díjat.
· élethosszig tartó haláleset biztosítás

Itt a biztosított halála esetén a kedvezményezettek megkapják a biztosítási összeget.
· időleges haláleseti biztosítás

Itt az X éves személy arra köt biztosítást, hogy n éven belül meghal, és akkor a kedvezményezettek kapják meg a pénzt.
· vegyes biztosítás

Egy személy arra köt biztosítást, hogy n éven belül halála esetén kedvezményezettjei vagy n év elteltével a biztosítás megkötője kapja meg a biztosítási összeget.

9.
n-dimenziós vektorok, műveletek. Általános vektorterek. Altér. Vektorok lineáris kombinációja, lineáris függetlensége, tulajdonságok, a tér dimenziója. A három dimenziós tér alakzatai (egyenes, sík) megadása vektorokkal.

Vektor: irányított szakasz; nemcsak nagysága, iránya is van. 1 adattal nem lehet jellemezni.

Vektor DEFINÍCIÓJA: Véges sok, rögzített sorrendű valós szám. Ha a számokat egymás mellé írjuk, akkor sorvektort, egymás alá írva őket, oszlopvektort kapunk.

A vektort alkotó számokat a vektor koordinátáinak nevezzük. 

Műveletek vektorokkal

* Összeadás

Az eredő vektort úgy kapjuk, ha a vektorok azonos indexű koordinátáit összeadjuk .

a +b = (a1 +b1; a2 +b2)

a(1,2,3), b(1,2,3), a+b = (2,4,6)

* Kivonás  a – b = (a1 – b1; a2 – b2)

a(2,4,6), b(1,2,4), a-b = (1,2,2)

* Szorzás skalárral

Úgy végezzük, hogy a vektor minden koordinátáját külön-külön megszorozzuk a kívánt számmal.

( * a = (( * a1, ( *  a2…)

a(1,2,3) 7a = (7,14,21)

Általános vektorterek

· Egy V halmazt vektortérnek nevezünk ha teljesül rá:

· értelmezve van az összeadás művelet 

· kommutatív (felcserélhető)

· asszociatív (csoportosítható)

· létezik 0 elem (0 + a = a)

· létezik ellentett elem (a + (- a) = 0)

· értelmezve van a skalárral való szorzás

( (a + b) = (a + (b

(( + u) a = (a + ua

Altér
Az V lineáris tér S nem üres részhalmazát az V lineáris tér részhalmazának nevezzük, ha S maga is vektortér és értelmezve vam V-ben az összeadás és a ß való szorzás.

Vektorok lineáris kombinációja

x1, x2,...xn legyenek tetszőleges számok. Az a1, a2,...an vektorok e számokkal képzett lineáris kombinációján az alábbi vektort értjük:


x1a1 + x2a2 + ... + xnan
Az  a1, a2,...an vektorok összes lehetséges lineáris kombinációjának halmazát az e vektorok által generált vektortérnek nevezzük.

Lineáris függetlenség

Az  a1, a2,...an vektorokat akkor mondjuk egymástól lineárisan függetlennek, ha az x1a1 + x2a2 + ... + xnan  = 0 egyenlőség csak x1=x2=...xn = 0 esetben teljesül, egyébként lineárisan összefüggőnek mondjuk őket.

A lineárisan független ill. összefüggő vektorrendszer tulajdonságai:
- ha a vektorok között van nullvektor, akkor a vektorrendszer lin összefüggő

- ha van 2 egyenlő vektor, akkor a vektorrendszer lin összefüggő 
- lin összefüggő vektorokhoz egy további vektort hozzávéve lin függő vektortrendszert kapunk

- lin független közül tetszőleges vektort elhagyva a rendszer független marad 

- A vektorok akkor, és csak akkor lin összefüggők, ha van köztük olyan vektor, amely a többiek lin kombinációjaként előállítható
- Ha a rendszer bármelyik vektorának konstansszorosát hozzáadjuk a rendszer egy másik vektorához, ez nem változtatja meg a lineáris függetlenséget (ill. függőséget).
10.

Vektortér bázisa, báziscsere, bázistranszformáció, a lineáris függetlenség vizsgálata

Bázis DEFINÍCIÓJA: Az n-dimenziós V vektortér n számú lineárisan független vektorát bázisnak nevezzük.

Báziscsere: 

Más szóhasználattal: Elemi bázistranszformáció.
Legyen b1,b2,...bn egy bázisa a vektortérnek, és legyen c a tér egy tetszőleges, nullától különböző vektora. A c vektor bevihető bármelyik olyan bk vektor helyére, amelynek együtthatója a c előállításában nem 0.

Bázistranszformáció:

Egy bázisnak egy másik bázisra való cseréje ez a bázistranszformáció.

Elemi bázistranszformációk véges sorozatán keresztül az n dimenziós tér bármely adott bázisából áttérhetünk egy másik bázisba. A gyakorlatban felmerülő problémáknál az induló bázis rendszerint az egységvektorok által meghatározott bázis, a triviális bázis. Ha új bázisra kívánunk áttérni, akkor az egységvektorokat rendre ki kell cserélni az új bázisvektorokkal
Lineáris függetlenség vizsgálata
A bázistranszformációs eljárással eldönthető, hogy függetlenek-e azok a vektorok amelyek az eredeti bázist ki akarják cserélni. Ha mindegyik vektort be tudjuk vinni a bázisba akkor azok lin függetlenek lesznek, így bázist alkotnak

Valamely vektortér bármely bázisvektora helyett bevihető bázisvektorként az adott vektor többi bázisvektorral képzett tetszőleges lineáris kombinációja, amennyiben a kicserélendő vektor nem zérus együtthatóval szerepel a lineáris kombinációban.
11.
A skaláris szorzat, vektor abszolútértéke, az euklideszi tér, normál tér, metrikus tér.
Fogalmak

A vektort geometriailag irányított szakaszként, algebrailag pedig számhármasként értelmezzük. Jelölése: a = (a1,a2,a3). Az a1,a2,a3 számok a vektor koordinátái.

A számokat skalároknak (skaláris mennyiségeknek) nevezzük.

* Skaláris szorzat

Legyen a = (a1, a2…an), b = (b1, b2…bn)

a*b = (a1b1, a2b2…anbn)

PÉLDA: a = (3,1), b = (2,4), ab = (6,4) = 10

* Vektor abszolút értéke

A vektor hosszúságát jelenti. Iránykoordinátáiból a 

| v | = 
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PÉLDA: v = (1,2,3)  | v | = 
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* Egységvektor: azok a vektorok amelyeknek a hossza 1

* 2 vektor távolsága |a-b| = 
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* Euklideszi tér

Egy V vektorteret ~nek nevezzük, ha a tér bármely 2 vektorához hozzárendelhető egy xy-al helölt skaláris szorzatnak nevezett valós szám, melyre teljesül:

xy = yx

x(y+z) = xy + xz

((x)y = x((y) = ((xy)

xx > 0, ha x ≠ 0



12.

Mátrixok, műveletek.
A mátrix fogalma (jele: A, B..stb)

Elemeknek egy táblázatban, azon belül sorokban és oszlopokban elrendezett rendszerét mátrixnak nevezzük. Ha a táblázat m sorból és n oszlopból áll, m x n típusúnak mondjuk.

Speciális mátrixok

* Négyzetes (kvadratikus) mátrix

Olyan mátrix, amely ugyanannyi sort és oszlopot tartalmaz. * Mátrix transzponáltja

Ha valamely mátrix sorait és oszlopait felcseréljük egymással, a mátrix transzponáltját kapjuk. Jele: A*
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* Szimmetrikus mátrix

Olyan kvadratikus mátrixot jelent, mely egyenlő a transzponáltjával. Ekkor a mátrix elemei a főátlóra szimmetrikusak. (A = A*)
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* Ferdén szimmetrikus (antiszimmetrikus) mátrix)

Olyan kvadratikus mátrix, melynél a főátlóra szimmetrikusan elhelyezkedő elemek összege nulla. Ekkor A = -A*. Az ilyen mátrixok főátlójában csak nulla van.
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* Diagonális mátrix: olyan mátrix, melynél a főátlón kívüli valamennyi elem zérus.

* Egységmátrix: olyan diagonális mátrix, melynél a főátló valamennyi eleme 1.
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* Zérusmátrix: olyan mátrix, melynek valamennyi eleme nulla.

* Létezik egyetlen sorból álló sormátrix és egyetlen oszlopból álló oszlopmátrix

Műveletek mátrixokkal

* Összeadás, kivonás

Ezek a műveletek csak megegyező típusú mátrixokon értelmezhetőek. Maga a művelet úgy történik, hogy az azonos indexű elemeket összeadjuk (kivonjuk egymásból). * Mátrix szorzása számmal

Úgy történik, hogy a mátrix minden elemét ugyanazzal a számmal megszorozzuk.

* Mátrix szorzása mátrixszal
(jele:  A * B)
Csak akkor értelmezhető, ha A-nak ugyanannyi oszlopa van, mint B-nek

Elemi transzformációk

Olyan műveletek, melyek a mátrix belső tulajdonságait nem változtatják meg. Minden esetben teljes sorokra, vagy teljes oszlopokra vonatkoznak.

1. a mátrix két tetszőleges sorának (oszlopának) felcserélése,

2. a mátrix tetszőleges sorának (oszlopának) nullától különböző számmal szorzása,

3. a mátrix tetszőleges sorához (oszlopához) bármely másik sora (oszlopa) k-szorosának hozzáadása.


13.

Mátrix determinánsa, tulajdonságok. Az adjungált mátrix. A mátrix rangja, meghatározása a determinánssal.

Mátrix determinánsa

*Másodrendű determináns kiszámítása
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*Harmadrendű determináns kiszámítása

A determinánst visszavezetjük másodrendűre + - + -
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* Magasabbrendű determinánsok

A fentieket általánosítva kimondható, hogy minden determináns megadható tetszőleges sora (oszlopa) szerint kifejtett, eggyel alacsonyabbrendű előjeles aldeterminánsok összegeként. Mivel ez rekurzívan alkalmazható, ezért minden determináns visszavezethető a másodrendű determináns kiszámítására.

A determináns tulajdonságai:

1. A determinánst bármelyik sora vagy oszlopa szerint kifejtve, ugyanazt az értéket kapjuk.

2. Ha a mátrixot a főátlójára tükrözzük, a determináns értéke nem változik meg.

3. Ha a mátrix főátlója felett (vagy alatt) csupa nulla áll, akkor a determináns értéke a főátlóban álló elemek szorzatával egyenlő.

4. Ha valamelyik sor (vagy oszlop) mindegyik eleme zérus, akkor a determináns értéke is zérus.

5. Ha valamelyik sor (vagy oszlop) mindegyik elemét ugyanazzal a számmal szorozzuk, akkor a determináns értéke ugyanannyiszorosára változik.

6. Ha az i-edik sorban csupa kéttagú összeg szerepel , akkor a determináns előállítható két olyan determináns összegeként, amelyek közül az egyiknek az i-edik sorában e kéttagú összegek első első tagja, míg a másodiknak az i-edik sorában az összegek második tagja áll, a két determináns többi sora pedig ugyanaz mint az eredetié. Ugyanez érvényes az oszlopokra is.

7. Ha a deternináns két sorát (vagy oszlopát) felcseréljük, akkor a determináns értéke előjelet vált.

8. Ha a determinánsban két sor (vagy oszlop) egyenlő, akkor a determináns értéke zérus.

9. Ha a mátrixban az egyik sor (oszlop) a másik sor (oszlop) k-szorosa, akkor a determináns zérus.

10. Ha a determináns egyik sorához (oszlopához) hozzáadjuk egy másik sorát (oszlopát) vagy annak többszörösét, akkor a determináns értéke nem változik meg.

11. Két n-ed rendű A, B mátrix szorzatának determinánsa egyenlő determinánsainak szorzatával.

12. n-ed rendű mátrix konstansszorosának determinánsa: |αA|=αn|A|.

13. Ha egy determináns valamelyik sorához tartozó előjeles aldeterminánsokat (adjungált aldeterminánsokat) rendre megszorozzuk egy másik sor elemeivel, majd e szorzatokat összeadjuk, akkor eredményül 0-t kapunk.

Az adjungált mátrix

Az A mátrix adjungált mátrixát úgy kapjuk, hogy a mátrix minden aij eleme helyett beírjuk az ezen elemhez tartozó adjungált detrminánst, |Aij| -t, majd az így kapott mátrixot transzponáljuk (tehát az aij elem helyére az  Aji determináns kerül).
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Rang

A mátrix rangja egyenlő a lineárisan független sorvektorainak vagy oszlopvektorainak számával.
14.

Mátrix inverze
Csak négyzetes mátrixoknak van inverze. A négyzetes A mátrix inverzén olyan A-1-gyel jelölt mátrixot értünk, amely kielégíti az 

AA-1 = A-1 A = E egyenletet.

Egy mátrixnak csak akkor van inverz, ha a determinánsa nem 0.

Kiszámítható:

A-1 = 
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PÉLDA:
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Az inverz-mátrix meghatározása determinánsokkal

Az E egységmátrix oszlopvektorait kicseréljük az A mártix oszlopvektoraira akkor az A mártix inverzét kapjuk.

Az inverz-mátrix meghatározás bázistranszformációval

1. Bővítsük az invertálni kívánt mátrixot a vele azonos rendű egységmátrixszal (egyszerűen írjuk mellé)!

2. Hajtsuk végre azokat a sortranszformációkat a teljes (bővített) mátrixon, melyek eredményeképpen a mátrix eredeti része egységmátrixszá alakul!

Az összetett mátrix bővítménye (eredetileg egységmátrix) lesz a kiindulási reguláris mátrix inverze 
15.

A lineáris egyenletrendszer megoldhatósága, megoldása az együtthatómátrix inverze segítségével.

A lineáris egyenletrendszer általános alakja:

a11 x1 + a12 x2 + … + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + … + a2n xn = b2

      :
       :

  

am1 x1 + am2 x2 + … + amn xn = bm

m egyenletből és n ismeretlenből áll

Az egyenletrendszernek csak akkor van megoldása,ha a determináns nem 0.

A lineáris egyenletrendszer fogalma

Lineáris egyenletrendszeren olyan egyenletrendszert értünk, amely végesen sok elsőfokú egyenletből áll. Rendezzük úgy az egyenleteket, hogy az ismeretleneket tartalmazó tagok a bal oldalra, a konstansok a jobb oldalra kerüljenek. Ekkor az együtthatókat mátrixba rendezve kapjuk az együttható-mátrixot, a konstansokat azonos sorrendben oszlopvektorba rendezve kapjuk az eredményvektort, míg az ismeretleneket x1-től xn-ig oszlopvektorba rendezve megkapjuk az ismeretlenek oszlopvektorát. Ha az együttható-mátrix mellé hozzávesszük az eredményvektort is, akkor megkapjuk az egyenletrendszer bővített mátrixát.

Homogén lineáris egyenletrendszer: a lineáris egyenletrendszer akkor homogén, ha eredményvektora nullvektor.

Az egyenletrendszer megoldhatósága

Ha egy lineáris egyenletrendszert megoldhatóság szempontjából vizsgálunk, háromféle kimenetele lehet a vizsgálatnak:

1. az egyenletrendszernek pontosan egy megoldása van,

2. végtelen sok megoldás létezik,

3. nem oldható meg az egyenletrendszer.

Az egyenletrendszer megoldhatóságát mátrixai rangjának vizsgálatával végezhetjük. A lineáris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldható meg, ha együttható-mátrixának rangja megegyezik bővített mátrixának rangjával (1. és 2. eset).

Az egyenletrendszer a1 x1 + a2 x2 + … + an xn = b

Akkor oldható meg, ha b vektor előállítható a1,a2..an lin kombinációjaként

↓

a1,a2…an,b rendszer nem alkothat lin független rendszert

a1,a2…an,b vektorok közül annyi a lin független, mint a1,a2…an közül

Megoldás inverz-mátrix segítségével

Ez az eljárás csak akkor alkalmazható, ha az egyenletek száma megegyezik az ismeretlenek számával, és az együttható-mátrix inverze létezik (ha det A≠0).

Az egyenletrendszert a következő formában írjuk fel:

A x = b
/ A-1

A-1 A x = b A-1

E x = A-1 b
 (Ex = x)

X = A-1 b 

PÉLDA:
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16.
A lineáris egyenletrendszer megoldása a Cramer-szabállyal, bázistranszformációval elemi transzformációk segítségével
A Cramer-szabály alkalmazása

Ez a megoldás is csak akkor alkalmazható, ha az ismeretlenek száma megegyezik az egyenletek számával, és detE≠0. A megoldáshoz vezessünk be két új fogalmat:

Alapdetermináns (jele: detE)
Az egyenletrendszer együttható-mátrixának (E) determinánsa. Ha ennek értéke nulla, akkor az egyenletrendszernek nincs egyértelmű megoldása. (vagy nincs megoldás, vagy végtelen sok megoldás lehetséges).

xi szerinti módosított determináns
(jele: Di)
Az együttható-mátrix i-dik oszlopát - a sorrend megtartása mellett - cseréljük ki az eredményvektorra, és vegyük ennek a módosított mátrixnak a determinánsát! Nyilvánvaló, hogy a módosított determináns értéke nulla is lehet.

A Cramer-szabály értelmében az i-dik ismeretlen (xi) az alábbi összefüggés szerint határozható meg:





PÉLDA:

7x + 2y – z
 = 4

  x +   y     
 = -1

3x + 2y – 2z =1 
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A determináns 1.2.3. oszlopát rendre kicseréljük az egyenletrendszer jobb oldalával.
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Megoldás bázistranszformációval

A bázistranszformáció nem más, mint elemi transzformációk sorozata. Elemi transzformációk véges sorozatán keresztül az n dimenziós tér bármely adott bázisából áttérhetünk egy másik bázisba. A gyakorlatban felmerülő problémáknál az induló bázis rendszerint az egységvektorok által meghatározott bázis, a triviális bázis. Ha új bázisra kívánunk áttérni, akkor az egységvektorokat 

rendre ki kell cserélni az új bázisvektorokkal.
	
	A1
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	B

	E1
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	E4
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	A1
	

	A2
	

	A3
	

	A4
	


Megoldás elemi transzformációkkal

A megoldás teljesen ekvivalens a Gauss-módszerrel, attól csak a felírás módjában különbözik. Menete:

1. Írjuk fel az egyenletrendszer együttható-mátrixát, és bővítsük ki további oszlopként az eredmények oszlopvektorával!

2. Végezzünk olyan elemi sortranszformációkat, melyek eredményeképpen az eredeti együttható-mátrix szabályos egységmátrixszá alakul! Értelemszerű, hogy a bővítményen is végre kell hajtani azokat a műveleteket, amiket az együttható-mátrixon végrehajtunk.

Az átalakításoknál a következő műveleteket végezhetjük:


a, Bármely egyenlet 0-tól különböző számmal való szorzása


b, Két egyenlet felcserélése


c, Egy egyenlet konstansszorosának egy másik egyenlethez való hozzáadása

3. Az átalakítások végén (mikor az eredeti együttható-mátrix egység-mátrixszá alakult) a bővítmény oszlopvektora sorrendben az egyes ismeretlenek értékeit tartalmazza.

Az eljárás lényege, hogy az elemi transzformációkat a bővített mátrixon végrehajtva olyan ekvivalens mátrixhoz jutunk, amellyel felírva a megfelelő egyenletrendszert az ismeretlenek könnyen meghatározhatók.


17.
A lineáris egyenletrendszer megoldása nem kvadratikus együttható mátrix esetén. Homogén lineáris egyenletrendszerek.

Egyenletek száma = változók száma → kvadrikus mátrix

Amennyiben m > n azaz több egyenletünk van, mint ismeretlenünk (az együtthatómátrix álló téglalap), akkor két eset adódhat:

a, az egyenletek között előfordul más egyenlet konstansszorosa (redundancia),

b, ellentmondó egyenletek szerepelnek az egyenletrendszerben.

Az m < n eset azt jelenti, hogy több ismeretlenünk van, mint ahány egyenletünk (azaz az együtthatómátrix fekvő téglalap). Ilyenkor a „többletismeretlenek” szabadon választhatók meg, vagyis az egyenletrendszernek nincs egyértelmű megoldása.

Megoldás menete: 

Ekvivalens átalakítások sorozatát kell végrehajtani az együtthatómátrixon. Ezek az alábbiak lehetnek:

1, Bármely egyenlet 0-tól különböző számmal való szorzása

2, Két egyenlet felcserélése

3, Egy egyenlet konstansszorosának egy másik egyenlethez való hozzáadása

Az egyenletrendszer csak akkor oldható meg, ha az átalakítások során

0  0  0  0  0  |  0  típusú sorokat kapunk, ezek a sorok (amikor a mátrix valamely sorának minden eleme=0) elhagyhatók, és a maradék egyenletrendszert megoldjuk.

Ha valamely sorban pl. 0  2  0  5  0  |  0  alakot kapunk, (tehát a jobb oldal 0, de bal oldalon van 0-tól különböző szám) akkor az egyenletrendszernek nincs megoldása.

Homogén lineáris egyenletrendszerek

Legyen a homogén egyenletrendszer ismeretleneinek a száma n, az együttható mátrix rangja r. A homogén egyenletrendszernek akkor és csak akkor létezik triviálistól különböző megoldása, ha r<n és ilyenkor pontosan n-r lin független megoldása van.

A lin független megoldások minden lin kombinációja szintén megoldás; az összes megoldás előállítható a lin független megoldások lin kombinációjával.

Az n egyenletből álló n ismeretlenes (n = m) homogén lineáris egyenletrendszernek akkor, és csak akkor van nem triviális megoldása, ha az egyenletrendszer determinánsa nulla. Ha létezik ilyen megoldás, akkor végtelen sok van.

Triviális megoldás

Lin homogén egyenletrendszer

a11 x1 + a12 x2 + … + a1n xn = 0

a21 x1 + a22 x2 + … + a2n xn = 0
      :
       :

  

am1 x1 + am2 x2 + … + amn xn = 0

Mivel minden állandó 0, ezért a bővített mátrix rangja megegyezik az egyenletrendszer mátrix rangjával. Ennek következtében a homogén lin egyenletrendszer mindig megoldható.

Megoldás: x1=0, x2=0…xn=0
18.
A lineáris programozás modellje. Konvex poliéder, lehetséges megoldások, optimális megoldás, bázismegoldás. A geometriai interpretáció.

Műszaki, gazdasági feladatok megoldása közben gyakran találkozunk optimalizálási problémával. Ezeknek a megoldására létrejött a matematikának egy új ága, a matematikai programozás, mely az optimalizálási feladatokra számos modellt dolgozott ki. Ezek a modellek lényegében szélsőérték-feladatok, tehát valamilyen

adott optimalizálandó függvénynek, az úgynevezett célfüggvénynek a maximumát, vagy a minimumát  keresik.

A tételben a lineáris programozás matematikai modelljéről  van szó, ami arra utal, hogy a célfüggvény a változóknak (x1, x2,…,xn)  lineáris függvénye (a változók első hatványon vannak), a tartományt pedig, ahol az optimumot keressük, egy lineáris egyenletrendszer (több egyenletből álló) határozza meg.

A fentieket általános matematikai formában az alábbiak szerint írhatjuk le:
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]
korlátozó feltételek
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lineáris progmodellel kapcsolatos fogalmak:

Konvex poliéder

Két vektor a1 és a2 konvex kombinációja 

A1 = ßa + (1 -ß)a2 ahol 0<=ß<=1

Egy H vektorhalmaz konvex, ha tetszőleges két a1, a2 vektorával együtt azok valamennyi konvex kombinációját is tartalmazza.

Konvex vektorhalmaz csúcspontjainak azokat a pontokat nevezzük, amelyek nem állíthatók elő különböző pontok konvex kombinációjaként.

Belső pontok: felírhatók egymástól különböző pontok lineáris kombinációjaként.

Ha a konvex vektorhalmaznak véges sok csúcspontja van, akkor konvex poliéder.

Lehetséges megoldások

A Lp feladat lehetséges megoldása az az x vektor, amelyre 


Ax = b, x >= 0

A lehetséges megoldások halmaza konvex.

Ha x1 és x2 lehetséges megoldás, azaz

Ax1 = b és Ax2 = b, x1, x2 >= 0

x = ßx1 + (1 -ß)x2 is megoldás.
Optimális megoldás

Az az x lehetséges megoldás, amelyen a célfüggvény minimumot vesz fel.

Bázismegoldás

A bázismegoldások nem állítható elő más, egymástól különböző lehetséges megoldások konvex kombinációjaként. A bázismegoldások csúcspontok.

A célfüggvény a konvex poliéder belső pontjaiban nem vesz fel kisebb értéket, mint a csúcspontokban felvett értékek minimuma. Ha egynél több csúcspontban felveszi, akkor ugyanezt az értéket veszi fel minden olyan pontban is, amely a csúcspontban is amely a csúcspontok konvex kombinációja.

Geometriai interpretáció

A korlátozó feltételek egyenletei nem mások, mint egyenesek. Ezek az egyenesek a síkban  egy sokszöget alkotnak. A sokszög csúcspontjait úgy tudjuk meghatározni, hogy az egyenleteket páronként megoldjuk. Az így kapott csúcspontokban kiszámoljuk a célfüggvény értékeit és kiválasztjuk a keresett optimumot (maximumot vagy minimumot).

19.
A szimplex módszer. Áttérés új bázismegoldásra. Az optimális báziscsere kritériuma. Az optimum kritérium. A szimplex algoritmus.

Szimplex módszer

1. Valamilyen módon megkeresünk egy „induló” bázismegoldást, és megvizsgáljuk ezen a célfüggvény értékét.

2. Ha a célfüggvény értéke még nem maximális (vagy minimális), akkor az „induló” csúcspontról egy új csúcspontra (szomszédos) térünk át, és ezt addig folytatjuk, amíg az optimális célfüggvényértéket el nem érjük. Mivel a csúcspontok száma véges, ezért véges lépésben eredményhez jutunk.
Áttérés új bázismegoldásra

Az egyik lineárisan független vektorrendszert egy másik ugyanilyen vektorrendszerrel kell felcserélni, és ki kell számítani az új bázismegoldást.

Az áttérés: a bázisból egy vektort elhagyunk és helyébe egy másikat bevonunk.

Ha két bázis csak egy vektorban különbözik egymástól, akkor a hozzájuk tartozó csúcspontok szomszédosak.

Optimális báziscsere kritériuma

Legyen a bázismegoldás az a1, a2….an bázishoz tartozó csúcspont. Ha olyan aj vektort vonunk be, amelynek a régi bázisra vonatkoztatott x(j) vektorára teljesül a 


zj – cj > 0

akkor az új bázismegoldáson a célfüggvény értéke kisebb lesz, mint a régin. 
Optimum kritérium

Ha egy (x1…xm) bázismegoldás esetén j = 1,2...n-re

zj – cj <= 0, akkor x = (x1, x2…xm) optimális megoldás 
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